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表現 指標 e 一e σ σ2 γ ア3
ρ0 XO 1 1 1 1 1 1
ρ1 X1 1 1 1 1 一1 一1
ρ2 x2 2 一2 1 一1 0 0
ρ3 X3 2 2 一1 一1 ◎ ◎
ρ4 x4 1 一1 一1 1 《 一 《
ρ5 x5 1 一1 一1 1 　　ゆ一 2 i
表1：rの指標
数為とx2の積を5上の関数としてXo，…，焔までの和として表わすこと
を考える．たとえば
　　　　　　　嬬は5上表の左から順に4，4，1，1，◎，◎
という値をとる．これはXO＋κ1＋X3がとる値に等しい．したがって
　　　　　　　　　　　　X；ニXO＋X1＋X3
が成り立つ．同様に
　　　　　　　　）（◎）（フ～　：＝　）（1）（2　＝　）〈2う　　）（3）（2　ニ）〈2　心｛吟）（4－←）（5
　　　　　　　　）〈4二）（2　灘）（3＞　　X5）（2　＝）（3
が確かめられる．これらの関係式から表現角のテンソル積に関する関係が導
かれる：
　　　　　ρ2⑧ρDat畿ρO十ρ1十ρ3，　ρ0⑧ρnat＝ρ1（8）ρnat＝ρ2，
　　　　　ρ3⑧ρnat＝ρ2十ρ4十ρ5，　ρ4⑧ρnat＝／）3，
　　　　　ρ5⑧ρnat＝ρ3・
　著しい特徴は右辺の泊（あるいはρ輌）の係数が◎又はiに等しいことであ
る．そこで次のようにして図形を作る：
　各滋に対して1つの頂点（図4の黒丸）を対応させ，κ2万の右辺に泊
が現れたら頂点ゼと頂点ゴを線分で結ぶことにする．
　上の計算結果から分かるように，α‘元＝αゴ‘なのでひとつの樹木（tree）を
矛盾なく作ることができる，図4の左側の図がそのtreeである．左の図から
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　　　　除く
　　ρo　　　　　　　　　ρ4
D5　　　　　　　　　　　　　⇒　　Z）5
　　　　ρ2　ρ3　　ρ5
　　　ρ1
図4：表現のディンキン図形
ρoの対応する頂点とそこから出る線分をすべて除くと，よく知られたディン
キン図形D5が得られる．この事実はMcKayによって発見された．
　なぜ全然違う方法で同じ図形が出てくるのだろうか？現在までに「マッケィ
対応」の説明は，表現論的にはSρごmg鍵，代数幾何的にはGo逗alez－Spτ江be培
とVerdierによるものなど多数知られている．　Springerは「（0）と（1）の間の
マッケイ対応」の，SL（2，　C）の有限部分群の分類に依存しない一般的な証明
を与えた．一方｛GSV83］は，1つの既約表現の同値類に対し，ベクトル束の
特性類を通じてγの最小特異点解消Xの例外集合の既約成分が1っ対応す
ることを示し，その対応によってディンキン図形が一致することを示した．
　本稿の残る部分で，それらとは異なる観点からMcKayの発見に説明を与
えてみたい．｛ltoNa㎞ura99］による新しい説明である．これによると，「例
外集合の非特異点のおのおのに既約表現が対応し，1つの既約成分に沿うて
は既約表現の同値類が変化しない……」というもう少し精密な説明になる．
既約表現もその同値類も同じようなものだが，既約表現の同値類は有限個で
あるのに対し既約表現は無数にある．そしてその差は無視できない．
　なぜρ．。tによるテンソル積をとるのか？なぜ頂点ρoは除くのか？この
問題も同じ文脈で考えてみたい．
3　群の軌道のヒルベルト・スキーム
3ユ　n点のヒルベルト・スキーム
　簡単のためX＝C2とする．まずX上のη点のチャウ・スキームX（n）
を考える．抱点とは，
Z＝η1P1＋…＋η，耳，η＝η1＋…＋η．，君≠巧
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という形の順序を無視した形式和のことである．つまり
　　　　　　　　　　　　・κ（”）＝xこ2～x／5・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　n
となる．このX（π）は特異点を持つ．
　っぎに記号上紛らわしいがX国という空間を定義する．X国が表題のπ
点のヒルベルト・スキームであるが，つぎのように定義する：
x飼一
｛1⊂q⑳，yl；　1はC｛第ylのイデアルで　　　　　　　Cl¢，ylでの余次元が糀に等しい｝
　　　一｛∫cC｛¢，y］；　1はC［¢，司の部分ベクトル空間で　　　　　　　¢1⊂∫，y1（：∫，　dim　C｛苫，y｝／1＝π｝
κ困∋1に対してはX上の部分集合2が1の零点集合として自然に定ま
る．一般にはこのZの構造は複雑だが，n個の点とみなしうるような部分集
合がともかく定まる．X例は伍1げ（X）．とも表される．
　っぎの事実が次節以降の議論の出発点である．
定理3．2（Fogarty）X＝C2とする．このとき正則写像π：X回→X（π）が
定義され，この写像によってX回はX（n）の特異点解消となる．写像πは
点丑，…，．PトをZの台としたとき，
フr：Z｝→π1P1十…十πデ耳
として定義される，但し宿＝Zの君での重複度（この定義は省略）．
3．3　rの固定点集合
　rをSL（2，C）の有限部分群とし，定理3．2でn＃rの位数の場合を考え
る．rはC2に作用するのでX＝C2のときX回にもX（π）にも作用する．
πによりrの固定点はまたrの固定点に写像される．rの固定点集合をそれ
ぞれ（X回）「，（X（n））「で表わすことにすると
　　　　　　　　　　　　π「：（x｛°1）「→（x（π））「
という写像ができる．定理3．4によって（xlπ］ゾも特異点がない．
定理3．4｛ltoNa短㎜ura991ηニrの位数とする．このとき
（1）　（X（n））「＝C2／r，
（2）　（X［nl）「↓の主要な連結成分ノはC2／rの最小特異点解消となる．
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　§1で注意した通り，曲面の最小特異点解消は唯ひとつ定まる．ここでrを
§2で考察した2面体群とすると，例外集合は§1で計算したものと一致する．
定理3．4はrの具体的記述を必要とせずに証明されるが，以下詳細に調べれ
ば分かるように，単に例外集合がディンキン図形D5と一致するだけでなく
もう少しおもしろい現象が起きている．（X同）「（の主要な連結成分）がこの節
の表題の「群rの軌道のヒルベルト・スキーム」である．これをHilb「（X）
と表わす．
　定理3．4によればπ「はC2／rの原点の上以外では同型である．したがっ
て例外集合は原点上に集中している．言い換えれば
　　　　　　　　　　E＝｛1∈Hilb「（X）；1⊂m｝
がπ「の例外集合を与える．ただしmニ‡C［¢，y】＋yC｛⑳，y】とする．
3．5　余不変式環
　まず，nを不変式F，G，Hで生成されるC｛¢，y】のイデアルとする．このと
きnはrの作用で不変なイデアルなので商環C［エ，y】声（これをrの余不変
式環と呼ぶ）にもFが作用する．もちろんrの作用は多項式の次数を変えな
いからC［g，yj／nを同次式ごとに分けておくと，その各同次式の部分にrが
作用する．レ∴を次数mの同次式で生成される部分空間とすると，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア　　　　　　　　　　　　c國／・＝㊥㌦
　　　　　　　　　　　　　　　　　　m＝0
となる．陥＝Cである．レ∴及びその表現の同値類は表2の通りである．
　表2の中で｛∫｝，｛∫，g｝とあるのは，それぞれ∫，または∫およびgで生成
されるベクトル空間を表わす．以下rの作用で不変な部分ベクトル空間のこ
とを，簡単のためにr加群と呼ぶことにする．たとえば巧は2つのF加群
｛¢y｝及び｛¢2，y2｝の直和である．各々の直和成分はρ1及びρ3に同値な既
約表現なのでこれを陥（ρ1），巧（ρ3）によって表わすことにする．その他も同
様である．
3．6　例外集合Eの既約成分亙
　表2は表現の同値類で見ると，次数4を中心に対称に分布している．これ
は余不変式環のもつ双対性であるが，この双対性を用いてEの既約成分に相
当する射影直線P1を構成することができる．
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m v㌫（ρ） 表現の同値類
1 ｛列｝ ρ
2 ｛w｝＄｛苫2，め ρ1十ρ3
3 ｛♂y，一勾2｝㊥｛¢3＋ぽ｝㊥｛⑦3一⑱3｝ ρ2＋ρ4＋ρ5
4 ｛y4，z4｝㊧｛¢3y，－zy3｝ ρ3十ρ3
5 ｛y5，一・5｝Φ｛3y（〆一耐）｝Φ｛巧（・3＋耐）｝ρ2十ρ4十ρ5
6 ｛忽6－y6｝＄｛苫5y，一工y5｝ ρ1十ρ3
7 ｛¢6y．一瑠6｝ 仰
表2：余不変式環の分解
　まず％（ρ1）㊥％（ρ1）を見てみよう．砺（ρ1）＝｛巧｝，％（ρ1）＝｛¢6－y6｝
である．そこで
　　　　　　　　　　1、（8）＝（勾＋・（Z6－y6））＋・
と定義する．11（8）は窃＋3（♂－y6）及び瓦G，亙で生成されるC｛苫，切の
イデアルである．このとき，どんな8∈．Cに対しても
dim　q虚，〃〃11（8）＝12
が成り立っ．たとえばsニ◎とすると，表から戯mC｛宕，∂V1Σ（3）＝12が分
かる．8≠0だと面倒ではあるが同じことが示される．
　っぎの問題は3→◎◎の極限を求めることである．E∋∫ならばC｛苫，　yl／1
もr加群となるがr加群としてはrの正則表現になる．この結果，∫っn
となるのでdim　C［¢，yV∫＝12，　d㎞qぴyl／m＝23を考慮すれば，　Eは
C［π，yl／nの余次元11の部分空間のグラスマン多様体Gτ（C｛¢，　yl／w，11）の
部分集合であることが分かる．グラスマン多様体はコンパクトなので無限点
列11（3）（s∈C）は収束する．そこで11（o◎）ニlim，→。。11（3）と定義する．正
確には
　　　　　　　　　　　11（◎o）／w＝包m11（3）／w
　　　　　　　　　　　　　　　　8→◎o
となるようなnを含むC｛¢，y］のイデアルとして∫1（oo）を定義する．
　以後∫∈Eに対して，1／（m1十w）をγぱ）と表す．これはイデアル1の不
変式以外の生成元を表している、Eの部分集合を
E1＝｛∫∈E；　r一加群γ（∫）が表現ρ1を含む｝
と定義すれば，（証明を要することではあるが）
E1エ｛∫1（8）；8∈C｝U∫1（◎◎）
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となり，足は射影直線P1と同型である．同様に
　　　　　　E2＝｛∫∈」z；　r一加群γ（∫）が表現白を含む｝
と定義すれば，E2も射影直線P1と同型となる．たとえば‡≠◎に対して
　　　　　　　　　∬2（り＝（¢㍉一ぽ，卿2弓・5）柚
と定めれば，12（の∈花である。あ⑩），∫2（◎◎）は上と同様に定義する，ここで
　　　　　　　　｛¢2y，巧2｝＝巧（ρ2），｛y5、一¢5｝＝附（ρ2）
であることを注意したい．以下同様にE3には陥（ρ3）（2次元）を，更にっぎの
E4にはW（ρ4），玲（ρ4），E5には陥（ρ5）と陥（ρ5）を用いればよく，E3，E4，E5
がすべて射影直線となることも同様に証明できる．
　っぎのように言うこともできる．rの既約表現ρに対し，例外集合の各既約
成分E（ρ）は集合としては，r加群ρ㊥ρのなかにあるρと同型な全てのr加
群のなす集合と一致する：
　　　　　　　E（ρ）＃｛γ：F加群；1ノ＝ρ，γ⊂ρΦρ｝＝P1
　ここで，P1との同型はSchぼの補題から従う。玖ρ）の右辺をP（ρeρ）と
書くことにする．
3．γ　」Z1とE2の交差
　それでは，孕と隅の交点はどうなるかを調べてみよう．
　∫1（5）∈玖（8∈C）はγぱ1（8））＝ρ1となるので，他の成分局（ゴ≠1）に
含まれることはない．問題なのは∫1（oo）だけだが，これはE2にも含まれる．
まず
　　　　　　　　　　∫、（・）＝（勾＋3（¢6w6））＋・
なので11（o◎）⊃nはもちろん成り立つ．つぎに8≠0のとき，∫1（3）は
と巧÷（♂－y6）を含むから，s→o◎の極限として¢6－y§∈11（oc）がわか
る．しかしここで
　　　　　　　　　　　　∫、（。ρ）＝（⑦6づ6）＋・
と定めると∫1（oo）¢X｛121となってしまう．そこでつぎのように考える：
（1）8次式は全て11（3）に含まれる，
（2）n⊂11（3）を考慮して計算すると7次式も全て∫1（5）に含まれる，
（3）z（巧＋¢（♂－y6））∈∫1（8）なので（2）を考慮すると¢2y∈∫1（3），同様に
　　苫y2∈∫1（3），
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（4）したがって〆y，¢y2∈∫1（oo）．
このことから∫1（◎◎）は♂－y6，¢2y，エy2を含むことになる．結局正しい答は
∫、（。。）ニ（苫6－y6，τ2y，¢y2）＋π＝（陥（ρ、），V…（ρ2））＋・
となる．こうして∫1（oo）∈Hilb「（x）＝（X｛121）「も成り立つ．　E2の方から同
じようにE1の方へ向かう極限を計算することもできる．計算により
　　　　　　　　∫・（。。）＝．些江∫・（・），∫・（0）＝畑∫・（診）
の2つの極限が一致することが確かめられる．この∫1（∞）がE1とE2の交
点になる．このときγ（∫1（OO））＝陥（ρ1）＋巧（ρ2）ニρ1＋ρ2である．
　このあたりの事情はもう少し一般的な書き方をした方が分かりやすいと思
うので，つぎのように書き直してみる．まず一般に有限次元のG加群Wに
対して∫（W）・＝W・C［亀司＋nと定義する．適当なWを選ぶと∫（W）は
Hilb「（X）＝（X［12】）「に含まれる．ところで例外集合Eに属する任意の1は
nを含むので
γ（∫）：＝∫／（m1十n）
と定義すると，γ（∫）は有限次元r加群となる．γ（∫）は商加群だが，実際に
は∫の部分加群として実現される．たとえばγ（11（S））＝｛卿＋3（¢6－y6）｝
である．ここで∫∈Eならば，∫＝1（γ（1））が成り立つことに注意する．
　以上の準備のもとで，∫1（oO）と12（0）の計算をつぎのように整理すること
ができる：まず，W∈P（陥（ρ1）㊥1ろ（ρ1））（すなわち，　W⊂陥（ρ1）㊥陥（ρ1），
W＝ρ1）W≠陥（ρ1）に対して∫（W）をとり，P（陥（ρ1）㊥巧（ρ1））の中でW
が陥（ρ1）に近づく極限を考える．哉はた次同次式の空間を表すものとして，
このとき
∫1（OO）／n＝　　lim　　1（W）／n
　　　　　w→％（ρ1）
　　　　＝陥（ρ・）＋Σ5・・陥（ρ・）＋・／・
　　　　　　　　　た≧1
　　　　ニ∫（％（ρ1）㊥51巧（ρ1））／n
　　　　＝1（陥（ρ1）㊥巧（ρ2））／n
同様にPγ∈P（陥（ρ2）㊥レ5（ρ2）），W≠陥（ρ2），聡（ρ2）に対して∫（W）をと
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り，Wが陥（ρ2）に近づく極限を考える．そうすると，
∫2（0）／w＝　lim　∫（W）／w
　　　　w→鴇（ρ2）
　　　r（侮）＋Σ5・・％（ρ・）＋Σ5・・玲（ρ・）＋・／・
　　　　　　　　　た＞1　　　　　　　　　　允＞1
　　　＝1（％（ρ2）＋5ぶ鶏くρ2））／n
　　　＝1（｛5鵡（ρ2）｝［ρ1］Φ巧（ρ2））／w
　　　＝1（レ6（ρ1）6V5（ρ2））／1t
ただしここで，｛5rレ5（ρ2）｝［ρ11は51W（ρ2）のρ1成分を表す．
したがって，∫1（o◎）c∬2（0）となる理由は
　　　　51・％（ρ1）＝｛エ，y｝・汚（ρ1）＝vき（ρ2），
5rレ5（ρ2）≡｛才，y｝・聡（ρ2）＝協（ρ1）＋｛F｝＋G｜ろ（禽）
という等式の右辺に巧（ρ2），陥（ρ1）が出てくる点にある．これらの等式はテ
ンソル積の分解と同等である．実際ρ。atニ｛τ，のだから，表現段の関係と
して表せば，
　　　　　　　ρn砿⑧ρ1こ＝ρ2，ρnat⑧ρ2＝ρ1十ρ⑪一←ρ3
となる．右辺の余不変式環でのふるまいを問題にすれば」ζGはゼロとして扱
われるので，余不変式環を見るということが，ディンキン図形を計算するとき
の単位表現を無視する操作に対応することがわかる．
　以上から2つの極限∫1（Oo），12（0）が一致するのは，実はMcKayの発見し
たテンソルの分解法則の図形がディンキン図形£）δだからにほかならない．つ
まり分解法則のディンキン図形がD5であるために例外集合EがD5の形
をとる，というシナリオになる．これはマッケイ対応の望ましいひとつの説明
になるだろう．
　余不変式環での右辺の計算は一般には表現のテンソル積とは異なるのだが，
E，と．Eゴの交点を求めるのに必要となる範囲では両者に差はない．とくに余
不変式環の同次成分に含まれる表現の既約成分の重複度は0，1または2に等
しい．また，2に等しくなるのは次数がC◎xet佼数（Z）5の場合だと8に等し
い）の；のときに限る．　この事実はρ滅をテンソルしたときの余不変式環
における表現の分解の既約成分が，ほとんどの場合ただひと通りになること
を意味するので重要である．これは直接計算によらず表現の分解規則だけか
ら証明できる．（McKay，　Springer，　Shinodaによる）この事実の証明はマッケ
イ対応の説明として本質的な部分でもあるが，ここでは省略したい．
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3．8　一般の場合
　以上の議論を一般の場合に書き直して，この報告を終えたいと思う．前節で
定義したγ（のを用いてrの既約表現の同値類ρ，〆に対し，Eの部分集合を
つぎのように定義する：
　E（ρ）　：＝　｛」r∈王）；γ（∫）⊃ρ｝
P（ρ，〆）　：＝　｛∫∈E；γ（∫）⊃ρξ§｝〆｝
定理3．9［ltoNakamura99］
rをS乙（2，C）の有限部分群とする．そのとき
（1）Hilb「（C2）はC2／rの最小特異点解消である．
（2）rの任意の単位表現と異なる既約表現ρに対してぷρ）はP1と同型な
　3の既約成分であり、対応ρ吟E（ρ）はrの単位表現以外の既約表現
　の同値類とEの既約成分の間の1対1写像を与える．
（3）異なるρと〆が表現のディンキン図形のなかで線分で結ばれていると
　きのみP（ρ，ρ’）≠のとなり，このときP（ρ，ρ’）は1点となる．さらにその
　ときE（ρ）とE（〆）はP（ρ，〆）で横断的に交わる．またEの特異点は
　このようにして得られるP（ρ，〆）に限る．したがって，ふたつのディン
　キン図形は一致する．
3．10　説明の概略一まとめ
　マッケイ対応の不思議さはふたつのディンキン図形が一致することだけで
はなかった．なぜρ愉とのテンソル積をとり，ρ◎を除くとうまくいくのか？
これも一緒に答えたい問題である，本稿の説明の概略は（省略した部分もあわ
せると）以下のようになる：
（1）最小特異点解消の例外集合Eの各点に余不変式環の部分表現が対応し，
　その対応により単位表現と異なる既約表現の同値類とEの既約成分の1
　対1対応を与える．
（2）表現のディンキン図形の線分に対して，既約成分の交点を構成できる．
（3）Eの中でふたつの既約成分の交点を計算するために極限をとると，余不
　変式環の中で1次式の空間ぴ，y｝との積が自然に出てくる．
（4）不変式は表現ρoを定める．したがって，表現のディンキン図形を作ると
　きのρoを除く操作は，余不変式環を考えることに相当する、
（5）｛¢，妨はρ瓜と同じなので，もともとρ品tとのテンソル積は余不変式
　環での1次式の空間｛¢，y｝との積にかなり近いものであるが，
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（6）余不変式環の同次成分に含まれる表現の既約成分の重複度は0，1または
　2であって、2となるのは次数がCoxeter数（D5の場合だと8に等しい）
　の｝のときに限る．
（7）したがって，余不変式環のなかで既約成分の交点に関係する大切な部分
　では，｛τ，y｝との積とρnatとのテンソル積の既約表現への分解規則は一
　致する，
（8）したがって，ふたつのディンキン図形が一致する．
3．11　その後の進展
　群軌道のヒルペルト・スキームの研究は始まったばかりである．以下敬称を略
してその後の進展を述べる．3次元の場合に筆者は筏田健一，五味靖（上智大学）
と共同で研究をすすめている．また2次元でr⊂GL（2，　C）の場合には木藤理
恵（北海道大学），石井亮（京都大学），WunramやRiemenschneider（Hamburg）
らの研究でほぼ完全になっている．3次元の場合ヒルペルト・スキームの親戚
筋にあたるモジュライ空間は，石井亮によって研究が進められている．可換
群の場合だけではあるが，これでもう十分複雑である．このほか伊藤由佳理
（都立大学）一中島啓（京都大学）［ItoNakaj　imaOOl，　Reid（Warwick）とその弟子
達［BMKO1］によっても，3次元の場合にマッケイ対応の一般化など詳細な研
究が進められている．
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